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pnESéNTAZIONE� LA PAESIL>ENIA 

PRESENTAZIONE 

Questo numero inizia con un articolo un po' provocatorio (fin dallitolo) 
di Manara sull'obbrobrio delle figure e dei disegni che "adornano" tanti 
libri di testo. AI suo articolo fa eco un articolo, tratto dalla rivista 
francese "Bulletin de l'APMEP''', (a cui desideriamo esprimere tutta la 
nostra gratitudine per averci gentilmenle concesso di tradurre e 
stampare i suoi articoli), del prof. M.Rousselet su come avviare un 
insegnamento di prospettiva Cavaliera nella scuola media 
(francese l). 
Le colleghe Bassani e Genoni hanno scritto una interessante 
relazione su un'applicazione del metodo di Eulero nella risoluzione di 
un'equazione differenziale in una classe di V· I.T.1. 
Nuzzi offre ai colleghi una sua rielaborazione delle idee fondamentali 
delle funzioni ellittiche - che hanno avuto molla importanza 
recentemente nella dimostrazione del teorema di Fermat - da un 
punto di vista storico. Si tratta di un lavoro non direttamente didaltico 
ma di formazione culluraie degli insegnanti. 
Infine, il gruppetto Artico, Rossetto, Sitia e Tesla, continuando 
l'angolo dei problemi che ha avuto un discreto successo l'anno 
scorso, anche con l'intervento di soluzioni fornite da studenti, olfre ai 
'eltori una cinquina di problemi da risolvere. Le soluzioni dei problemi 
rimanenti del 1996, sono rimandate al numero di aprile, per 
mancanza di spazio. Vorremmo anche inaugurare una rubrica 
gestila dai Lettori - intitolata "Domande dei Leltori", ma ne riparleremo 
sul numero di aprile. 
•� Nelle ISTRUZIONI PER GLI AUTORI avevamo escluso lavori 

preparati. scritti e illuslrati in Macinlosh: in questi giorni siamo 
riusciti ad avere a disposizioni una macchina Macintosh ad 
elevate prestazioni e quindi coloro che ci mandano i dischetti 
formattati e preparati in tale sistema operativo possono farlo 
tranquillamente. 

•� Il Seminario annuale, come avevamo preannunciato. dovremo 
tenerlo a Possagno presso l'lstitulo dei Padri Cavanis, come 
alcuni anni fa. Nei prossimi numeri daremo informazioni più 
dettagliate sul programma, sulle disponibilità alberghiere e sulle 
vie d'accesso. 

La Presidenza 

l Associalioll tks l"rofcsscurs tk M~IhC-l1laliqlle cl..: l'Enseign":l1lcnl 1'lIMie 
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l'HFETIQ GIGO IN GEOMETRIA CARLO FELICE MANARA 

L'IWI'ETI'O GIGO IN GliOMETIUA 

Summary : Thc ternl "0100" Illcans - in computcr scicllcc - "O;'JrhilgC 

In-Garbagc Oul" unù is rcrcrrrd lo some graphic rcproduclion wc filld in 
our ICXlbooks parlÌCuh.lrly. The paper intends rchabilil<lic Ihc roumJations 
or Ihe descriptive geometry Ihal very orten are rorgollen hy Ihe compuler 
grilphic uscrs und many .ltIthor~ oftcx( books. 

Carlo Felice Manara 
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E IlEU E SOENlE INltGRA1E rEllnnAIO l'.fU 

L'EFFETTO GIGO IN GEOMlèTIUA 

Carlo Fclicc Manara 
Milano 

l • Il comlmler e l'effetto (aGo. 

Mi è- capitalo di imh~lllcnn; nella sigla GIGO parlando con cultori di 
informatica; pilre che lale sigla sia l'acroslico di una frase inglese; 
"Garhagc In, Garbage Onl", che polrebbc essere tradolla con la frase 
italiilll.a: "[Nel computer] se cntm spazzatura, esce spazzatura"; c mi 
sembra che ciò sia un valido monito, espresso in forma umorislica, per 
chi crede che con il computer si possano creare delle informazioni 
inesistenti, o per chi voglia celare Jiclro l'impiego del compulcr qualche 
caren7.il di c1ahoraziunc teorica. 

Frccjul:l1ti casi di dfctlo GIGO si verificano quando lo stnllllenlo 
informatico viene impiegalO per calcoli, e si forniscono informa/-ioni 
illusorie (c quindi spesso errale). che sono oUenulc per via elettronica: 
per esempio fornendo i risultai i di un calcolo numerico con ulla 
aJlprossim~lzionc superiore a quella uei dati; come se la macchina avesse 
il magico potere di conferire alle informazioni iniziali quella accuratezza 
('he essI! noll posseggono. 

In altra sede (I) ho riportalo il caso, a mc accauuto, uell'incontro con il 
piccolo impr~l1uilore, matematico <.JilcUuntc, il quale cra lieto di poter 
proporrc alla scicnza monùialc un nuovo valore della costanle di 
Archimede {il "pigrcco"I, valore che egli credeva di avcr ottenuto 

impkgi.lI1ùo (uvviaIllL'n!e male) il suo compUler; c proprio l'impiego ddlo 
strumento magico lo rcmlev" assolutamente certo dcI risultato. c 
speranzoso dciIa gloria scicn(jfica. 

DovcHi richiumario alla reah;,. dicendogli che anche presso gli amichi 
pagani i responsi uegli ofilcoli dovevano eSSere intcqnctati. il SCi.lIlS0 di 
guai; c che ciò va fallo anche per i responsi dci c.:om[lulcr, che sono per 
qualcuno i nuovi feticci della nostra epoca. 

L'osservazione di certa ll1anualislica mì ha convinto che .si possa avere 
l'cffeuo GIGO anche in geometria: illfalli. in relazione il quei disegui dlt.: 
nella irattatilo.lica vengono ahitualmente chiamati "figure". mi è capilalo di 
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leggere in certe pubblicazioni: "Le figure sono stalc tran:iate (OH il 
computcr"; una frase quesla che ha tuIla l'aria di essere lIn;l difesa 
preventiva. Difesa che spesso si rivela necessaria, i.ll1clh.~ se incflic:lcc. 

Ritengo inralli che, in geometria, la figura sia dCSlinata a fornire 
informazioni; allora o si di"e esplicilamente che il disegno ha un 
significato puramente convenzionale e simbolico, oppure la figura ~Icssa 

pretenùe di dare informazioni in mooo rigoroso, secondo le regole l!L'I1:, 
geomctria (lcscrittìva~ ma allora qucslc regole dehhono cssere rispel1alc. 
perché. altrimenti le figure san:bbcro inutili o nùùirittunl fllurviilllii. 

Nello spirito dci mctcxli della geometria descrittiva, il disegno che 
vorrebbe rapprcscJlIarc sul piano, con certe cOllvL'nzioni. Iln oggelto che 
sta l1ello sp:lzio, vi~nc ottenuto con Ulla operazione dì proiezione; l(lIindi 
le ìnfurmazioni che si ottellgono c.lal disegno rigu.m..iano ovviamente l'cric 
proprietà degli oggetti geomelrici che sono invarianti per proiezioni. 

Pertanto mi pare singolare il fallo che, mentre Ilci programmi di 
insegnamento compaiono capitoli tlcdìcatì alla "Geometria t1l.'lIc 
trasformazioni". si trascurino nella didattica le occa~ioni pCI' OIpplicarc 
proprio quelle idee, che cosliluiscono le radici cullurali remote della 
presenza di tali capitoli. 

E' nolo che le regole ddla geometria Jl,;scrittiva si rlIllU;lI\O. 

ovviamente, su certi rìsultali di geometria proicttiva elemenlare; ma 
questa dottrina non viene qU:I.'ii più insegnata nei corsi univcrsit;lri. c 
viene quasi OVUll()LlC sostituita d:1 contenuti di algehm lineare, llal suo 
linguliggio e dai suoi algorilmi. Ciò forse anche in COlìscg.\Icnza (ldl'aHll 
di mofle dci iii gcomelri". stilato negli ullimi dccenni da personag!!i 
autorevoli ~ 11101 se .anche lalc atto di morte rispondesse a veri I;" (cosa (hl' 
io 110n credo), pcrsomlhucllte ritengo che proprio ai morti si dehha 
rispello, soprallutto se ci hanno lasciato '.Id messaggi v;llidi (2). 

2.- L'assonometria cav..lienl. 

)-10 dello poco sopra che Iii filpprcsentazionc di oggcui dello spH/iu 

su un piano mediante disegni si fonda su idce c ll1c1odi della gcomclria 
proieltiva. Ed ho aggiunto che lIuc.sta dottrina è ormai ignorala <hl molti; 
quindi nellc IlHginc che seguono cercherò di utilizzare in prCValL'Il/.t1 dei 
metodi della gcomclria anillitìca ddlo spazio. rimandando alla fine di 
questo scritto i richiami dì gcomctri~, proicltiva. Mi limiterò a trattare 
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alcuni 1lrgomcntì parlicol1tri, che tuttavia riguardano delle figure che si 
possono osservare con molla frequenza. 

(;issiamo nello spazio un sistema cartesiano ortogonale monom~lric(); 

sia O l'origine ù~gli assi, e chiamiamo X, Y, Z le coorùinale (ovvi:'lI11cnlc 
reali) ùi un punto dello spazio. Scegliamo come centro di proiezione C Ull 

punto improprio, c supponiulTlo che questo corrisponda al punto 
all'infinito della retta avente coseni ùireUori proporzionali ai numeri: 

( I)� I, b, c; 

con 

(2)� b,c > O. 

Scegliamo poi comc piano del discgno (quello che si suoi chiamarc 
"quadro") il piano degli assi Y e Z; questa scelta porta alla tecilica di 
filpprcscntazione che veniva chiamata "prospettiva oppure assonometria 
cavaliera"(3). Fissiamo poi l'asse delle Y in modo che sia oriz/.ontak 
rispetto aù lln osscrv'ltorc che gllarda il CJumlro. e sia orielltato. secondo il 
solito, da sinislra a dcstra (scmprc rispelto a qucll'osservatore): cd in 
modo che la rotazione che parla la parte positiva dell'asse delle Y sull" 
parle positiva dell'asse delle Z sia un quarto di giro. percorso in senso 
antiorario. Sia OX' la proiezione d" C dcll'asse delle X. Orientiamo 
qllella proiez.ione in modo che l'osservatore possa immaginare che la 
parte positiva dell'asse dellc X "esca" dal quadro, venendo verso 
l'osservatore stesso. 

Sia P1 un punto dello spazio c siano X h Y.. ZI le sue coordinate 
rispclto al sistcma cartcsiano fissalo. La rella che passa per P, e per C è 

rappresentata in forma paramelricH da cquazioni dci tipo: 
X=X, +t 

(3)� Y=Y,+bt� 
Z = Z, + ct.� 

II punto ù'inlcrscziOllC di questa retta col quadro si ottiene ovviamente 
ponendo: 

(4)� X=o 
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L'EFFETTO GIO.O IN GEOMETRIA CARLO FELICE MANAHA 

nelle (3). In particolare il punto V', che i: la proiezione ,la C sul 
quadro del punlo unità V sull'asse delle X, di coordinate: 

(5)� 

ha sul quadro le coordinale:� 

(6) Y =-b ; Z =-c 

x' 
[fig.IJ, 

e la retla OX* di equazione: 

m ~-~=~ 

che contiene il punlo V', è proiezione dell'asse X sul quadro. 

Invece il punto unità V sull'asse delle Y ha coordinale 

(8) Y = I ; Z = O, 
perché, ovviamente i punti dci quadro sono i soli le cui inullap.ini 

coincidono con le proiezioni. 
Supponiamo Onl che il punlo P, dello spazio appartenga alla 
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circonferenza che ha il centro nell'origine. raggio unitario, c gìace ilei 
piano: 

(9) Z=O; 

in tlucstc ipotesi le coordinale di P1 sono legate dalle relazioni: 

( IO) 

""roducendo questi valori nelle (3), tenendo conto della (4) cd 
eliminando il parametro t si oUiene, dopo poche riduzioni, l'equazione: 

( Il) Z' + (cY - bZ)' = c'. 

Questa rappresenta una ellisse, che ha il suo centro nell'originc O 
degli assi Y c Z ed è la proiezione sul quadro della circonferenza (IO) 
dello spazio. Le due rette (7) c (9) sono diametri coniugati dell'ellisse 
(II); ciò significa, tra l'altro, che le tangenti all'ellisse nei punIi U' c V 
,;ono rette parallele rispettivamente alle rette (7) c (9). 

Nel paragrafo 4 daremo un cenno oelle proprietà delle coppie di 
diametri coniugatì che più interessano qui~ om ci limitiamo ad osservare 
che la situazione rappresentata nella fig. I è ben diversa da quella dala 
nella fig.2; questa compare talvolt.. in certi lesti (anche purtroppo a 
livello universitario n, testi in cui spesso si legge l'affermazione che le 
figure sono disegnate con il compuler. Non metto in duhbio 
l'affermazionc, nè la huona intenzione degli Autori, ma non posso evitare 
di pensare che questi casi siano una chiara manifestazione dell'elfetto 
GIGO. 

--"- ._-_._----

Fig. 2 
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L'EFFETIO GiGO IN GEOMETRIA CARLO FELICE MANARA 

3 . I solidi nello spazio cd il contorno app"rentc. 

O\lrc "Ila rre'luenlc prcscntazionc di rigure analoghe alla 2, I prelesi 
esperii di geometria che ulilizzano i computer si slanciano spesso a 
rappresentare dci solidi. Come prima, csonnineremo alcuni casi in cui si 
tenta di utilizzare i metodi della prospettiva cavaliera. Per fissare le idt.:c, 
immaginiamo un oggetto solido (e quindi non trasparente) che viene visto 
dal punto improprio C. già preso in considerazionc. 

Si osserva allora che esisrc una superficie cilindrica, le cui gencratrici 
(parallele tra loro) passano pcr il PUnlO C c sono tangenli ,,1I'oggetto; su 
questo i punti di conialio delle gcncralrici in parola costituiscono lilla 

curva, che viene chiamata "conlorno apparcnlc'l dell'oggcHo dal punto tli 
vista C; in corrispondenza al conlorno apparente (del solido) esisle IIna 
seconda curva, che è la sua proiezione sul quadro da C. Supponiamo che 
il solido sia un poliedro, oppure sia uno di qllei solidi rotondi chc 
vengono studiati in geometria elementare (per esempio sfenl, cilindro, 
cono rotondo ed allri analoghi). Poiché. ahhiamo detto che il solido è 
supposto non trasparenle, si cOllvil.::ne spesso di rapprcsentare sul quadro 
soltanto quella parte dci solido che viene effettivamente visti.! da C, e non 
quindi la parte Jcl solido che questo nasconue. Tale parte in viSI:1 è 
ovviamenle limitata dal conlorno apparente, c la sua proiezione sul 
quadro è limitata dalla proiezione dci contorno apparente. Ponhllllo ora 
che sul solido sia tracciata ulla curva F, e che questa sia regolare. cioè 
òotala di rcUa tangente c di piano osculatore in ogni suo PUllto (esclusi al 
più dei punti isolati in numero finito). Chiamiamo F* la curva proicl'.i(lIlC 
di F da C sul quadro, e supponiamo che essa inconlri la proiezione ,Ici 
contorno apparente in un pUlito Q*; POClli calcoli elementari (che qui non 
riportiamo), pertincnti alla geometria differenziale (o anche sollanlo alle 
applicazioni geometriche dell'analisi matematica) permettono di 
tlimostrare che, in ogni plinio come Q*, la curva F* è tangente alla 
proiezione dci contorno apparenle. 

Daremo qualche applicazione di questo teorema, riprendendo e,I 
ampliunc.Jo l'esempio f.lllaliZ7.ato nel paragnlfo precedente. 

Consideriamo il cilindro infinito, le cui gencnltrici passano per i pUllii 

della circonferenza (IO) c sono parallele all'asse delle Z. Se immaginiamo 
chc ìI cilindro sia un solido, il suo contomo apparcnlc è costituito da tluc 
generatrici, che dividono la parte dci cilindro ehe è visla da C da quella 
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che è nascosla all'occhio (pOSio in Cl dal cilindro stesso. 
In questo caso possiamo considerare la circonferenza (IO) come lilla 

curva lracciala sul cilindro; peflanto la ellisse (II) deve essere langentc 
alle duc gcncralrici dci cilindro chc costiluiscono la proiczionc del 
contorno apparenle visto da C. 

Questa osscrvazione pcrmelte quindi di dclerminare la parte dcII a 
curva (II) chc viene visla da C: secondo noie proprietà di geomelria 
analitica. questa parte viene determinata dalle intersezioni della curva 
(II) con la rclla che è la polare del punlo improprio dell'assc dcllc Z. Tale 
polare viene rappresentata dall'equazione: 

( 12) Z = b(cY-bZ), 

e si verifica che lc langenli alla curva (II) nci punti in cui cssa è 
intcrsecata dalla rclta (12),sono parallele all'asse delle Z. 

Lasciamo al Lctlore la verifica dci fallo ehc lo stesso risullalo potcva 
csscrc oltenuto ccrcando il piano polare dci punlo (I) rispctlo al cilindro, 
dclcrminando la retla d'inler- 1 
sezione dci piano slesso con 
il piano Z=O e delcrminando 
la proiezione di tale rclla sul 
quadro con le (3). 

La fig,3 fornisce la rapprc
sClllazionc di un cilinclro ro
londo finito, generalo dalla 
rolazionc~ attorno all'asse 
delle Z, di un :-ìcgmcnto pa
rallelo all'assc slesso. 

Il Leltore può facilmente 
cOllfrontare la rappresenta
zione che rispelta le regole 
della geometria descriltiva (in 
p~lrticolare il (corema relativo 
alla proiezione del conlorno 
apparente) con allre illustra
zioni di cui diamo qualche Fig. 3 
esempio nella fig.4; lali illu
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strazioni potrebbero essere giudicate cume patetici tentativi di 
rappresentare rispcHivmllenlc un cilindro rotondo cd la sfera terrestre, 
con i poli ed ì meridiani; il Lettore potrà anche const<1tare personalmcnlC' 
la molesla diffusionc dcll'cffcllo GIGO nclla manualislica. 

figA 

4· Diametri coniugati dell'ellisse. 

Come ahbiamo nnnunciato alla fine del paragrafo 2, porliamo ora la 
nostra auenzione sulle proprietn dell'ellisse che concernono le coppie dci 
suoi diamelri coniugati; presenteremo una tff.ttlazionc analitica delle 
questioni. per evitare di far riferimento a nozioni di geometria proicHiva. 
nozioni che, come abbiamo detto, sono oggi qua~i generalmente ignorate. 

Consideriamo in un piano un sistema cartesiano ortogonale 
monomelrieo, e siano ora x, y le coordinalc di IIn plinio. Sia E lIna 
clli)\sc. che immaginiamo rapprc.scnlata nella forma cmlOnica ahill1ah::. 
riferita al ccnlro ed agli assi; come è hen nolo, con quc~tc scelte 
l'cquazione dell'ellisse è: 

(13) (x/a)' + (y/b)' ~ I. 
Scegliamo due nllmcri rcali p e q , lali che sia: 
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( 14) p' + q' = I;� 

per esempio poniamo:� 

(15) p = cos a; q = sin a, 

essendo a un angolo qualunque.� 
Costruiamo ora i duc polinomi:� 

( 16) u = px/a + qy/b v = 'lx/a - py/b. 

Si verifica che l'equazione (13) può eSsere scrilla nella forma: 

( 17)� 

oppure nelle due l'orme equivalenti:� 

(18) u'+(v+I)(v-I)=O 

(19) v' + (u+I)(u-l) = O 

Le rette: 

(20) u = O ; v = O 
passano per il centro dell'ellisse (che - come si è detto - è in queslo 

caso l'origine ucHe coordinate) e sono delle "dianletri" della curva~ esse 
sono legate da una relazione simmetrica che viene detta "coniugio", c 
quindi vengono chiamale "diametri coniugati" dell'ellisse. 

Per analizzare IIlleriormente la relazione che lega tra loro le rclle (20), 
osserviamo che ovviamente le reHe: 

(21) u+ I =O ; Il-I =O 

sono pamllele Ira loro, e parallele cnlramhe alla prima delle rette (20); 
ed anche le rette: 
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(22) v+ I =O ; v-I =O 

sono parallele tra loro, cd entrambe parallele alla seconda delle relle 
(20). 

Dal eonfrolllo della (17) con la (18) si trae che ognuna delle rellc (12) 
è tangente all'ellisse: infatti il sislema che si ottiene dalla (18) c per 
esempio dalla 

(23) v+1 =0 

è equivalente al sistema costituito dalla (23) slessa c dalla: 

(24) u' = O, 

e quest'ultimo sistema ha ovviamente due raòici coincidenti, Analoghe 
considerazioni si fanno per la retta: 

(25) v-I =0, 

cd ancora analoghe cousiderazioni valgono per ognuna delle rette (21) 
in relazione all'ellisse, quando essa venga rappresentata nella forma (I '.I). 

Quindi si può considerare la corrispondenza che intercede tra due 
diametri quando le tangenli nei punii di intcrsezione dell'ellisse con uno 
di essi sono parallele all'altro; gli sviluppi che precedono garallliscono 
poi che tale corrispondenza è ovviamente simmetrica. 

In parlicolare, se nella (13) si pone: 

(26) a = b = r, 

la (13) stessa viene a rappresent:ue una circonferenza di raggio r, 
avente il suo centro nell'origine degli assi. In questo caso le due relle 
(20) risultano essere perpendicolari Ira loro; potremo quindi concludere 
che nella circonferenza, considerata come una ellisse particolare, hl 
corrispondenza di coniugio che lega coppie di diamelri è quella che fa 
eorrisl,ondcrc ad un diametro quello che gli è perpendicolare. Le 
proprietà che abbiamo rilevato si riducono in questo caso alle noie 
relazioni di perpendicolari là che legano la langente alla circonferenza 
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in un suo punto al diametro 
che passa per esso [fig. 5]. 

Immaginiamo ora di 
proictlare la circonferenza 
da un piano su un ..Ilro, d.. 
un punlo all'infinito che non 
appartenga ad alcuno dei • 
due piani; se qnesti ul!imi 
nOn sono paralleli Ira loro, 
la curva che si oli iene in 
qnesto caso dalla circonfe
rClll..a per proiezione è Fig. 5 

un'ellisse. Ma l'opemzione 
di proiezione da un centro improprio non cambia le relazìonì di paralleli
smo tra rettc, c di langcnza Ira rcHe c curve. Quindi con questa opera· 
zione di proiezione coppie di diame
lri dcII.. circonferclII.a che sono co· 
ning..li (e quindi perpendicol..r; Ira 1 
loro) vanno in coppie di diametri del
l'ellisse, che non sono più perpendi ---_.~ 

colari tm loro (almeno in genemle) 
ma reslano sempre coniug~lli Ira loro, 
in forza dci ragionamenti che ab

Fig. 6 hiamo svollo [fig. 6]. 

NOTE 
(I) C.l'.Manara. Il calcolo approssimato. Dimensioni cullurali e didattidlc. 

Nuova Secondaria. Brescia. Anno XI. N. 5 (genn, 1965). 

(2) Ho espresso alcune mie opinioni in proposito nella recensione a: Nico(<ls 
Bourbnki. Elementi di storia dclla matematica. Pcriotlico di matematiche. Serie 
IV. VoI. 4J.{ 19(5). 

(3) Cfr. Gino Fano. Lezioni di geometria descrittivi\. Torino (1914) IEd. 
P'lravia). Il trallalo può essere giudicalo "vecchio" da quak:uno; ma assicuro il 
Lettore che le leggi della geometria, ivi esposte, sono ancora valide, per quanto 
mi con~t<!_ 
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